Einführung in die Differenzialrechnung 2

Steigung einer Tangente
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Die Untersuchungen bei den Sekantensteigungen lassen vermuten, dass die Steigung der Sekante durch die Punkte Q(x0 I f(x0) und R(x I f(x)) auf dem Graphen von f sich der Steigung der Tangente im Punkt Q nähert, wenn sich der Punkt R auf Gf immer weiter dem Punkt Q nähert.
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Berechnung der Sekantensteigung  mQR für x-Werte, die sich dem Wert x0=1 nähern.

	x
	4
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Die Sekantensteigung  mQR nähern sich dem Wert ……., d.h.:

Die Tangente an Gf im Punkt Q hat vermutlich den Wert mt = ………. .

Bestätigung durch Grenzwertrechnung:

Die Annäherung von R( x I f(x) ) an Q( 1 I 0,25) bedeutet für den x-Wert von R: x
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 (0,25(x+1)) = 0,5 = mt

b) Das Verfahren zur rechnerischen Bestimmung der Tangentensteigung mt im Punkt Q(x0 I f(x0) soll nun bei weiteren Werten von x0 getestet werden:

x0=2: 
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          Gleichung der Tangente an Gf im Punkt Q( 2 I 1):

                   t : y = mt((x – x0 ) + f(x0)

                       y = ………………………= ……………………………….= x – 1

          Zeichnen Sie die zugehörige Gerade in obiges Koordinatensystem ein!

x0=3:  mQR = 
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0,25(x+3) = .......... = mt   

          Gleichung der Tangente an Gf im Punkt Q( 3 I 2,25):

           t : y = mt((x – x0 ) + f(x0) =………………………= ………………………= 1,5x – 2,25

          Zeichnen Sie die zugehörige Gerade in obiges Koordinatensystem ein!    

x0=–1:mQR = 
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0,25(x–1) = .......... = mt

          Gleichung der Tangente an Gf im Punkt Q( –1 I 0,25):

           t : y = mt((x – x0 ) + f(x0) =………………………= ………………………...=–0,5x – 0,25

          Zeichnen Sie die zugehörige Gerade in obiges Koordinatensystem ein!    

x0=–2:mQR = 
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0,25(x–2) = .......... = mt

          Gleichung der Tangente an Gf im Punkt Q( –2 I 1):

           t : y = mt((x – x0 ) + f(x0) =………………………= ………………………= –x – 1

          Zeichnen Sie die zugehörige Gerade in obiges Koordinatensystem ein!    

x0=–3:mQR = 
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0,25(x–3) = .......... = mt

          Gleichung der Tangente an Gf im Punkt Q( –3 I 2,25):

           t : y = mt((x – x0 ) + f(x0) =………………………= ………………………= –1,5x – 2,25

          Zeichnen Sie die zugehörige Gerade in obiges Koordinatensystem ein!    

Zusammenfassung: 
Haben die Steigungen mQR der Sekanten durch die Punkte Q(x0 I f(x0) und R(x I f(x)) auf dem Graphen von f einen Grenzwert mt, wenn R auf den Punkt Q „zuwandert“, so gibt der Grenzwert mt die Steigung der Tangente an Gf im Punkt Q an.



Dann gilt: 
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Bezeichnung:
Der Quotient 
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 heißt Differenzenquotient der Funktion f: x
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f(x), x
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Df  bezüglich der Stelle x0
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Df . 


Mit den obigen Bezeichnungen gibt der Differenzenquotient die Sekantensteigung mQR an.

Definition:
Hat der Differenzenquotient von f bezüglich x0 einen Grenzwert für x
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x0, so heißt f an der Stelle x0 differenzierbar und 
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 = mt heißt die Ableitung oder der Differenzialquotient der Funktion f an der Stelle x0 . 



Der Differenzialquotient gibt die Steigung der Tangente an Gf an der Stelle x0 an und wird mit f
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(x0) bezeichnet.

Bestimmung der Tangente bei weiteren Funktionsgraphen:

a) 
Schätzen Sie jeweils durch Anlegen eines Lineals einen Wert für die Steigung mt der Tangente an Gf an der Stelle x0 !

b)
Ermitteln Sie die Steigung mt durch Berechnung von 
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 und vergleichen Sie den Wert mit der Vermutung!

c)
Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente an Gf an der Stelle x0 und zeichnen Sie die Tangente in das Koordinatensystem ein!
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Zusatzübungen für Profis:
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Beispiel 1: f: x� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���x2, Df = IR


a) Wir wählen zunächst:  x0 = 1;


das ergibt: f(x0) = f(1) = …….. und damit Q( 1 I.......) . 


Für die Steigung der Sekante durch Q( 1 I 0,25) und R( x I f(x)) erhält man  


                mQR = � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� = =� EMBED Equation.3  ���= � EMBED Equation.3  ���= � EMBED Equation.3  ���= = 0,25(x+1)








�





Beispiel 5: f: x� EMBED Equation.3  ���x3  , Df = IR, x0= 1


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(1)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                    ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x – 1) + f(1) 


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !














��





Beispiel 4: f: x� EMBED Equation.3  ���x2 + x, Df = IR, x0= 1


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(1)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                       ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x – 1 ) + f(1) 


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !
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Beispiel 3: f: x� EMBED Equation.3  ���x2– 2x, Df = IR, x0= 1


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(1)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                    ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x – 1) + f(1)  


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !
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Beispiel 2: f: x� EMBED Equation.3  ���x2, Df = IR, x0= 1


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(1)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                       ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x – 1) + f(1)


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !











Beispiel 6: f: x� EMBED Equation.3  ���x4, Df = IR, x0= 1


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(1)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––– = � EMBED Equation.3  ���–––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                       ) =.............


c) t: y = mt(( x – 1) + f(1) 


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !
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Beispiel 7: f: x� EMBED Equation.3  ���x2, Df = IR, x0= 2


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(2)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                    ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x – 2) + f(2)


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !











�





Beispiel 8: f: x� EMBED Equation.3  ���x2 – 2x, Df = IR, x0= 2


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(2)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                    ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x – 2) + f(2)


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !
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Beispiel 9: f: x� EMBED Equation.3  ���x2 + x, Df = IR, x0= –2


a) Vermutung mt = ..........= f� EMBED Equation.3  ���(–2)


b) � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���––––––––––– =


   = � EMBED Equation.3  ���––––––––– = 


    =� EMBED Equation.3  ���(                   ) =.............= mt


c) t: y = mt(( x + 2) + f(–2)


       y = ……………………


       y = ……………………


Zeichnen Sie die Tangente ein !
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